«Под микроскопом он открыл, что на блохе 
Живет блоху кусающая блошка; 
На блошке той блошинка-крошка, 
В блошинку же вонзает зуб сердито 
Блошиночка, и так ad infinitum» 
Д.Свифт.

Итак, что же такое фрактал ? "Фрактальная геометрия природы) Бенуа Мандельброт предложил изумленному миру по существу новую неевклидову геометрию - неевклидову не в смысле отказа от аксиомы параллельности, принятой в традиционной евклидовой геометрии, и в замене ее другой аксиомой, как это было сделано в геометрии Я.И.Лобачевского - Я.Бойяи, а в смысле отказа от требования гладкости, неявно пэдразумеваемого в "Началах". Бенуа Мандельброт создал неевклидову геометрию негладких, шероховатых, зазубренных, изъеденных ходами и отверстиями, шершавых и т.п. объектов, своего рода математических парий, по молчаливому уговору изгонявшихся из рассмотрения в пользу более благообразных усредненных, сглаженных, отполированных, спрямленных объектов. Между тем именно "неправильные" объекты составляют подавляющее большинство объектов в природе. Сам Б.Мандельброт охарактеризовал созданную им теорию как морфологию бесформенного. 

Так что же такое фрактал? Парадоксально, но общепринятого точного определения этого понятия не существует. Сам термин ''фрактал'' происходит от латинского слова fractus (сломанный, разбитый), от которого происходят и термины fraction, fractional - дробь, дробный. С математической точки зрения фрактал - это, прежде всего, множество с дробной размерностью. Фрактал по первому определению Мандельброта - это множество, хаусдорфова размерность которого превосходит его топологическую размерность. По второму определению фрактал это геометрическая структура, части фрагменты которой в какой-то мере подобны cамой структуре. Можно также сказать, что математическое понятие фрактала выделяет объекты, обладающие структурами различных масштабов, как больших, так и малых, и, таким образом, отражает иерархический принцип организации материи в природе. В основе этого понятия содержится одна важная идеализация действительности: фрактальные объекты самоподобны, т.е. их вид не претерпевает существенных изменений при разглядывании их в микроскоп с любым увеличением.

Мы знаем, что линия имеет одно измерение, поверхность двумерна, а пространственная фигура трехмерна. Фрактал же - это не линия и не поверхность, а, если так можно выразиться, что-то среднее. Квадрат со стороной 
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- фигура на двумерной плоскости, имеет площадь , объем трехмерного куба с ребром [image: image2.png]
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-мерного гиперкуба - [image: image5.png]


. Размерность объекта (показатель степени) показывает, по какому закону растет его внутренняя область. Аналогичным образом с ростом размеров возрастает ''объем'' фрактала, но его размерность - величина не целая, а дробная. Поэтому граница фрактальной фигуры не линия: при большом увеличении становится видно, что она размыта и вся состоит из спиралей и завитков, повторяющих в малом масштабе саму фигуру. Такая геометрическая регулярность называется масштабной инвариантностью или масштабным самоподобием, скейлингом (от англ. scaling). Она-то и определяет дробную размерность фрактальных фигур. Жидкость, газ, твердое тело - три привычных для нас состояния однородного вещества, существующего в трехмерном мире. Но какова размерность облака или клуба дыма, точнее их границ, размываемых турбулентным движением воздуха? Оказалось, что она больше двух, но меньше трех. Аналогичным образом можно подсчитать реальных объектов, вроде береговой линии или кроны дерева. Кровеносная система человека, например, имеет размерность порядка 2,7. Все объекты с нечеткой, неупорядоченной, хаотичной, изломанной структурой оказались фракталами или состоящими из фракталов. 

Таким образом, ключевыми понятиями теории фракталов являются дробная размерность и масштабное самоподобие. 
Типы фракталов
Геометрические фракталы

Фракталы этого класса самые наглядные. В двухмерном случае их получают с помощью некоторой ломаной (или поверхности в трехмерном случае), называемой генератором. За один шаг алгоритма каждый из отрезков, составляющих ломаную, заменяется на ломаную-генератор, в соответствующем масштабе. В результате бесконечного повторения этой процедуры, получается геометрический фрактал. 
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Рис 1. Построение триадной кривой Кох. 

Рассмотрим один из таких фрактальных объектов - триадную кривую Кох. Построение кривой начинается с отрезка единичной длины (рис.1) - это 0-е поколение кривой Кох. Далее каждое звено (в нулевом поколении один отрезок) заменяется на образующий элемент, обозначенный на рис.1 через n=1. В результате такой замены получается следующее поколение кривой Кох. В 1-ом поколении - это кривая из четырех прямолинейных звеньев, каждое длиной по 1/3. Для получения 3-го поколения проделываются те же действия - каждое звено заменяется на уменьшенный образующий элемент. Итак, для получения каждого последующего поколения, все звенья предыдущего поколения необходимо заменить уменьшенным образующим элементом. Кривая n-го поколения при любом конечном n называется предфракталом. На рис.1 представлены пять поколений кривой. При n стремящемся к бесконечности кривая Кох становится фрактальным обьектом. 
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Рис 2. Построение "дракона" Хартера-Хейтуэя. 

Для получения другого фрактального объекта нужно изменить правила построения. Пусть образующим элементом будут два равных отрезка, соединенных под прямым углом. В нулевом поколении заменим единичный отрезок на этот образующий элемент так, чтобы угол был сверху. Можно сказать, что при такой замене происходит смещение середины звена. При построении следующих поколений выполняется правило: самое первое слева звено заменяется на образующий элемент так, чтобы середина звена смещалась влево от направления движения, а при замене следующих звеньев, направления смещения середин отрезков должны чередоваться. На рис.2 представлены несколько первых поколений и 11-е поколение кривой, построенной по вышеописанному принципу. Предельная фрактальная кривая (при n стремящемся к бесконечности) называется драконом Хартера-Хейтуэя. 

В машинной графике использование геометрических фракталов необходимо при получении изображений деревьев, кустов, береговой линии. Двухмерные геометрические фракталы используются для создания объемных текстур (рисунка на поверхности обьекта). 

Алгебраические фракталы

Это самая крупная группа фракталов. Получают их с помощью нелинейных процессов в n-мерных пространствах. Наиболее изучены двухмерные процессы. Интерпретируя нелинейный итерационный процесс, как дискретную динамическую систему, можно пользоватся терминологией теории этих систем: фазовый портрет, установившийся процесс, аттрактор и т.д. 

Известно, что нелинейные динамические системы обладают несолькими устойчивыми состояниями. То состояние, в котором оказалась динамическая система после некоторого числа итераций, зависит от ее начального состояния. Поэтому каждое устойчивое состояние (или как говорят - аттрактор) обладает некоторой областью начальных состояний, из которых система обязательно попадет в рассматриваемые конечные состояния. Таким образом фазовое пространство системы разбивается на области притяжения аттракторов. Если фазовым является двухмерное пространство, то окрашивая области притяжения различными цветами, можно получить цветовой фазовый портрет этой системы (итерационного процесса). Меняя алгоритм выбора цвета, можно получить сложные фрактальные картины с причудливыми многоцветными узорами. Неожиданностью для математиков стала возможность с помощью примитивных алгоритмов порождать очень сложные нетривиальные структуры. 
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Рис 3. Множество Мандельброта. 

В качестве примера рассмотрим множество Мандельброта (см. pис.3 и рис.4). Алгоритм его построения достаточно прост и основан на простом итеративном выражении: 

Z[i+1] = Z[i] * Z[i] + C, 

где Zi и C - комплексные переменные. Итерации выполняются для каждой стартовой точки C прямоугольной или квадратной области - подмножестве комплексной плоскости. Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока Z[i] не выйдет за пределы окружности радиуса 2, центр которой лежит в точке (0,0), (это означает, что аттрактор динамической системы находится в бесконечности), или после достаточно большого числа итераций (например 200-500) Z[i] сойдется к какой-нибудь точке окружности. В зависимости от количества итераций, в течении которых Z[i] оставалась внутри окружности, можно установить цвет точки C (если Z[i] остается внутри окружности в течение достаточно большого количества итераций, итерационный процесс прекращается и эта точка растра окрашивается в черный цвет). [image: image9.png]



Рис 4. Участок границы множества Мандельброта, увеличенный в 200 pаз. 

Вышеописанный алгоритм дает приближение к так называемому множеству Мандельброта. Множеству Мандельброта принадлежат точки, которые в течение бесконечного числа итераций не уходят в бесконечность (точки имеющие черный цвет). Точки принадлежащие границе множества (именно там возникает сложные структуры) уходят в бесконечность за конечное число итераций, а точки лежащие за пределами множества, уходят в бесконечность через несколько итераций (белый фон). 

Стохастические фракталы

Еще одним известным классом фракталов являются стохастические фракталы, которые получаются в том случае, если в итерационном процессе случайным образом менять какие-либо его параметры. При этом получаются изрезанные береговые линии и т.д. Двумерные стохастические фракталы используются при моделировании рельефа местности и поверхности моря. 
Природа довольно часто выражает себя в фрактальных формах. Фракталы с наибольшей очевидностью можно усмотреть в формообразованиях живой природы: ракушки, ветви деревьев, листья и лепестки цветов, ландшафты (морские побережья и русла рек), легкие человека, очертания облаков.
Существуют и другие классификации фракталов, например деление фракталов на детерминированные (алгебраические и геометрические) и недетерминированные (стохастические). 

L-системы

Понятие L-систем, тесно связанное с самоподобными  фракталами, появилось только в 1968 году благодаря Аристиду Ландермайеру. Изначально  L-системы были введены при изучении формальных языков, а также использовались в биологических моделях селекции. С их помощью можно выстроить многие известные самоподобные фракталы, включая снежинку Коха. И конечно, L-системы открывают путь к бесконечному разнообразию новых фракталов, что и послужило причиной их широкого применения в компьютерной графике для построения фрактальных деревьев и растений
L-системы (от имени Lindenmayer) являются одной из разновидностей фракталов. L-системы ещё часто называют черепашьей графикой. По сути дела, L-система не является каким-либо фракталом, это что-то вроде грамматики некоторого языка программирования. Для построения L-системы нужно задать аксиому (начальную фигуру) и правило замены. Таким образом, используя различные команды, такие как поворот на заданный угол и перемещение на заданную длину можно создавать различные изображения. 

L-системы носят также название "черепашья графика". Черепашья графика - это такой способ рисования линий на экране компьютера. Он состоит в том, что программист как бы управляет движением так называемой "черепашки" (по сути дела некоторого пера). Черепашка, ползая по экрану, оставляет за собой след. При этом цель программиста - управлять черепашкой так, чтобы черепашка нарисовала нужную линию. Надо сказать, что набор команд L-системы можно расширять до бесконечности, получая при этом потрясающие результаты.

Рассмотри простенький пример построения изображения с помощью L-системы. Для этого рассмотрим классический пример фрактального множества - триадную кривую Коха.
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Построение кривой начинается с единичного отрезка, который называется аксиомой и является фракталом 0-го порядка. Далее аксиома заменяется по некоторому правилу образующий элемент - кривую из четырех прямолинейных звеньев. Так образуется фрактал 1-го порядка. Для построения фрактала следующего порядка каждое звено заменяется на образующий элемент. Если построение кривой начинать не с отрезка, а с треугольника, и применить вышеперечисленные построения к каждой его стороне, то и получим "снежинку" Коха (рис. 2). 
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Сейчас попробуем разобраться поподробнее. Введем обозначения:

1. "f" - рисование отрезка заданной длины
2. "+" - поворот на заданный угол по часовой стрелке
3. "-" - поворот на заданный угол против часовой стрелки. 

Зададим начальные условия:

  аксиома: f++f++f 

  угол поворота: pi/3 

  правило замены: f-f++f-f
Начнем построение нашей L-системы. На момент инициализации имеем

f++f++f
На первом шаге заменив все "f" в аксиоме на правило замены получим :

f-f++f-f++f-f++f-f++f-f++f-f
На втором шаге:

F-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F 
И так далее: Произведя n таких замен мы получим вышепреведенное изображение "снежинки" Коха.

В графике L-системы получили широкое распространение за счет того, что они позволяют создать реалистичные изображения деревьев, кустов и т.д.

Для построения дерева требуется расширить набор команд, приведенных выше. Для этого введем обозначения: 

1. "[" - поместить в стэк (запомнить положение и угол)
2. "]" - извлечь из стэка (вернуться в ранее запомненное состояние)

Вот пример для построения небольшого кустика:

  аксиома: f 

  угол поворота: pi/8 

  правило замены: -F+F+[+F-F-]-[-F+F+F] 

Проведя несколько замен, получим такую картинку: 
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Фракталы - не только предмет математического любопытства, они имеют полезные приложения. Фрактальные пейзажи, например, использовались как декорации в научно-фантастических фильмах, например в "Star Trec - 2. The Wrath of Khan". СИФ-фракталы используются для сжатия изображений, и фрактальный метод часто дает лучшие результаты при многократном сжатии, чем  JPEG и другие методы сжатия, с малыми потерями качества изображения. Фракталы с вpеменным поpогом используются для моделирования поведения хаотических динамических систем (систем, в которых небольшие изменения входных данных влекут за собой большие изменения в выходе) таких, как поведение погоды.
