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Введение
Моя исследовательская работа посвящена Фурье анализу (гармоническому анализу), а так же его аналогам. 
Метод анализа был основан на так называемых рядах Фурье. Говоря языком математики, ряд Фурье — это метод представления функции суммой синусоид и косинусоид (§2.1), поэтому анализ Фурье был известен также под названием «гармонический анализ». 
Гармонический анализ – это раздел математики, связанный с разложением колебаний на гармонические колебания (колебания, при которых физическая величина изменяется с течением времени по закону синуса или косинуса). Я выбрал эту тему, потому что Г.к. занимают среди множества разнообразных форм колебаний важное место, которое определяется двумя обстоятельствами. Во-первых, в природе и технике очень часто встречаются колебательные процессы, по форме близкие к Г.к. Во-вторых, очень широкий класс систем, свойства которых можно считать неизменными (например, электрические цепи), по отношению к Г.к. ведут себя особым образом. Но доступной школьнику литературы по этой теме очень мало, поэтому я намерен создать учебное пособие для школьников, проиллюстрировав анализ Фурье в программе Excel.

Целью моего исследования является создание учебного пособия для старшеклассников. Для достижения этой цели, я поставил перед собой несколько задач:

1. Найти доступную литературу и изучить её

2. Изучить историю Ф.а.

3. Вывести формулы и применить их, проиллюстрировав Ф.а. в программе Excel
4. Изучить аналоги Ф.а. 

Для своей работы я использовал «Элементарный учебник физики», под ред. Г.С.Лансберга, в которой подробно и понятно описан Ф.а., для учеников старших классов; статью, профессора по информатике и вычислительной технике, Рональда Н. Брейсуэлла, из научно-популярного американского журнала «Scientific American»; учебник для 10-11 классов  «Алгебра и начала анализа» Ш.А. Алимов.
Глава 1. Терминология
Перед тем, как начать разговор о преобразование Фурье, сначала надо понять, что такое синусоида, ее характеристики и, что такое интеграл, т.к. преобразование Фурье строится, как раз, на этих понятиях.  
§1.1 Понятие синусоиды
Синусоида – это функция вида 
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Построим график функции 
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Построим график функции 
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Построим график функции 
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Построим график функции 
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Кривая косинуса имеет ту же форму, что и кривая синуса, но сдвинута относительно нее на половину периода.
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Кривые синуса и косинуса непрерывны и повторяются с определенной периодичностью. 
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Расстояние T называется периодом. 
§1.2 Понятие интеграл

Рассмотрим фигуру, изображенную на рисунке 1. Эта фигура ограничена снизу отрезком [a;b] оси Ох, сверху графиком непрерывной функции y = f(x), принимающей положительные значения, а с боков отрезками прямых х = a и х = b. Такую фигуру называют криволинейной трапецией. Отре​зок [a; b] называют основанием этой криволинейной трапеции
.
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Исторически интеграл возник в связи с вычисле​нием площадей фигур, ограниченных кривыми, в частности в связи с вычислением площади криво​линейной трапеции. Рассмотрим криволинейную трапецию, изображенную на рисунке 2. На этом рисунке основание трапеции — отрезок [a;b] — разбито на n отрезков (необязательно равных) точ​ками 
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Через эти точки проведены вертикальные прямые. На первом отрезке 
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, и далее на этом отрезке построен прямо​угольник высотой 
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 и т. д. Площадь данной криволинейной трапеции приближенно равна сум​ме площадей построенных прямоугольников:
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где 
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 — длина первого отрезка, т.е. 
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 и т. д. Таким образом, пло​щадь S криволинейной трапеции можно при​ближенно вычислять по формуле (1), т.е. 
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. Сумму (1) называют интегральной суммой функ​ции f(х) на отрезке [a;b]. При этом предполагает​ся, что функция f(х) непрерывна на отрезке [a;b] и может принимать любые значения (положитель​ные, отрицательные и равные нулю). Если n → ∞ и длины отрезков разбиения стремятся к нулю, то интегральная сумма Sn стремится к некоторо​му числу, которое и называют интегралом от функции f(х) на отрезке [a;b] и обозначают 
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Глава 2. Преобразование Фурье
§2.1 История происхождения
Всякий раз, когда мы слышим звук, ухо автоматически выполняет действие, чем-то напоминающие преобразование Фурье. Наш орган слуха строит преобразование, представляя звук в виде совокупности последовательных значений громкости для тонов различной высоты. Мозг превращает эту информацию в воспринимаемый звук. 

Аналогичные операции можно производить с помощью математических методов над любыми колебательными процессами — от световых волн и океанских приливов до циклов солнечной активности. Пользуясь этими математическими приёмами, можно раскладывать функции, представляя колебательные процессы в виде набора синусоидальных (синусоидоподобных) составляющих — волнообразных кривых. Преобразование Фурье — это функция, описывающая амплитуду и фазу каждой синусоиды, соответствующей определённой частоте. (Амплитуда представляет высоту кривой, а фаза — начальную точку синусоиды)
. 

Этот метод придумал французский математик Жан Батист Жозеф Фурье (1768-1830), именем которого и было названо преобразование. Он был помешан на тепле и посветил всю свою жизнь его изучению. Жил он во Франции. В период после революционных событий 1789 года он вывел уравнение, описывающее распространение тепла в твёрдом теле. К 1807 году Фурье изобрёл и метод решения этого уравнения: преобразование Фурье.
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Фурье применил свой математический метод для объяснения механизма теплопроводности. Удобным примером является распространение тепла по якорному кольцу (Рис.3) (железному кольцу, к которому крепится якорь), погружаемому на некоторое время наполовину в огонь. Когда погружённая в огонь часть кольца раскаляется докрасна, его вынимают из огня. Чтобы тепло не успело уйти в воздух, кольцо сразу закапывают в мелкий песок, а затем измеряют температуру на той его части, которая огнём не нагревалась. Вначале распределение температуры неравномерно: часть кольца равномерно холодная, другая часть равномерно горячая, а между этими зонами наблюдается резкой изменение температуры (Рис.3, 180°). Однако по мере того как тепло распространяется от горячей зоны к холодной, распределение температуры становится всё более равномерным. Вскоре распределение приобретает форму синусоиды: график изменения температуры (Рис.4) плавно нарастает и убывает в виде буквы S, точно по такому же закону, по которому изменяется функция синуса или косинуса. Синусоида постепенно выравнивается и, в конце концов, температура по всему кольцу становится одинаковой. 
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Фурье предположил, что первоначальное неравномерное распределение можно разложить на множество простых синусоид (Рис.5), каждая из которых имеет свой максимум температуры и свое начальное положение на кольце, т.е. фазу. При этом каждая синусоида должна изменяться от максимума к минимуму и обратно целое число раз на одном полном обороте по кольцу. Синусоида, которая имеет ровно один период на кольце, была названа главной гармоникой, а синусоиды с двумя, тремя и более периодами — соответственно второй, третьей и т.д. гармоникой
. 
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Анализ Фурье был вызовом математическим теориям, которых твёрдо придерживались его современники. В начале XIX века многие выдающиеся парижские математики не могли принять утверждение Фурье о том, что любое исходное распределение температуры можно разложить на составляющие в виде главной гармоники и гармоник более высоких частот. 

Тем не менее, академия не могла игнорировать значение результатов, полученных Фурье, и удостоила его премии за математическую теорию законов теплопроводности и сравнение результатов его теории с точными физическими экспериментами. Однако награда была присуждена со следующей оговоркой: «Исходя из новизны предмета исследований и его важности, мы решили присудить премию, отмечая в то же время, что путь, которым автор приходит к своим уравнениям, не свободен от затруднений, и что анализ, проведённый им при их интегрировании, оставляет желать несколько большей общности, равно как и строгости».

Сомнения, с которыми коллеги Фурье встретили его работу, явились причиной того, что её публикация была отложена до 1815 года. На самом деле она так и не была полностью напечатана вплоть до 1822 года, когда вышла его книга «Аналитическая теория тепла».

В подходе Фурье основное возражение вызывало утверждение о том, что разрывная функция может быть представлена суммой синусоидальных функций, являющихся непрерывными. В то время это утверждение казалось совершенно абсурдным.

Тем не менее, несмотря на все эти сомнения, многие исследователи, в том числе математик Софи Жермен и инженер Клод Навье, начали расширять сферу исследований Фурье, выведя их за пределы анализа теплопроводности. А математиков тем временем продолжал мучить вопрос о том, может ли сумма синусоидальных функций сходиться к точному представлению разрывной функции.

Вопрос о сходимости возникает всякий раз при суммировании бесконечного ряда чисел. Рассмотрим классический пример: достигнете ли вы когда-нибудь стены, если с каждым шагом будете проходить половину оставшегося расстояния? Первый же шаг приведёт вас к отметке на половине пути, второй — к отметке на трёх его четвертях, а после пятого шага вы преодолеете уже почти 97% пути. Сколько бы ещё шагов ни сделали, вы никогда не достигнете её в строгом математическом смысле.

Развивавшаяся на протяжении почти двух столетий теория, связанная с преобразованием Фурье, теперь уже окончательно сформировалась. При помощи анализа Фурье пространственная или временная функция разбивается на синусоидальные составляющие, каждая из которых имеет свою частоту, амплитуду и фазу. Преобразование Фурье — это функция, представляющая амплитуду и фазу, соответствующие каждой частоте. Преобразование можно получить двумя различными математическими методами, один из которых применяется, когда исходная функция непрерывна (об этом методе рассказывается в следующем параграфе. 

Если эта функция получена из значений с определёнными дискретными интервалами, её можно разбить на ряд синусоидальных функций с дискретными частотами — от самой низкой, главной частоты и далее с частотами, вдвое, втрое и т.д. выше главной. Такая сумма синусоид называется рядом Фурье
.
Анализ Фурье остаётся неприменимым к некоторым функциям, однако ряд Фурье всегда сходится, если исходная функция представляет собой результат реального физического измерения.

§2.1 Преобразование Фурье

Суть преобразования Фурье заключается в том, чтобы представить исследуемую функцию в  виде суммы синусоид или косинусоид, это зависит от того, какая исходная функция: четная или нечетная.

Для иллюстрации преобразования Фурье построим следующие графики приближения функции синусоидами разных периодов. 

Для построения графика синусоиды возьмем отрезок от  -π до π и разобьем его на 100 частей. Найдем значения синусов каждой из этих точек. Затем, умножим каждое из полученных значений на х (в данном случае мы рассматриваем функцию 
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 и поделим на π. Таким образом, мы получаем амплитуду для данной синусоиды. Тогда, получим формулу: 
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. И, наконец, чтобы построить график синусоиды определенного периода, умножим значения синусов всех точек на полученную амплитуду.  

Построим график синусоиды с периодом 2π: 
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Построим график синусоиды с периодом 4π: 
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Построим график синусоиды с периодом 6π:
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Построим график синусоиды с периодом 8π:
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Задачей является – представить функцию в виде суммы (наложения) синусоид. Как видно на чертежах, график суммы синусоид все больше приближается к исходной функции.
В только что рассмотренном случае исходной функцией была функция 
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 - четная функция, т.е. график функции симметричен относительно оси OY.

Построим график косинусоиды с периодом 2π:
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Построим график косинусоиды с периодом 4π:
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Построим график косинусоиды с периодом 6π:
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Построим график косинусоиды с периодом 8π:
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Как видно на чертежах, график суммы косинусоид все больше приближается к исходной функции.
§2.3 Применение
В самой общей формулировке можно сказать, что преобразования Фурье применяется в тех областях, где изучаются колебательные процессы. Поэтому ясно, что сфера его применения очень широка.

Вопрос о сходимости рядов Фурье возник в конце XIX века в связи с попытками предсказания интенсивности приливов и отливов. Лорд Кельвин изобрёл аналоговое вычислительное устройство, позволяющее морякам торгового и военного флота узнавать о приливах и отливах. Аналоговый вычислитель механически определял наборы амплитуд и фаз по таблице приливных высот и соответствующих моментов времени, тщательно замеренных на протяжении года в данной гавани. 

Каждая амплитуда и фаза представляли синусоидальную компоненту функции высоты прилива и были одной из периодических составляющих. Результаты вводились в вычислительное устройство лорда Кельвина, которое синтезировало кривую, предсказывающую высоту прилива как функцию времени на следующий год. Вскоре подобные кривые приливов были составлены для всех портов мира.
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На фотографиях представлен предсказатель приливов Феррела, аналоговое вычислительное устройство, построенное в конце XIX века, производил анализ Фурье для прогнозирования высоты приливов. По данным о высоте приливов, собранным в данной гавани, другая машина вычисляла так называемые коэффициенты Фурье, каждый из которых отражал влияние на периодичность высоты прилива отдельных факторов, таких как гравитационное притяжение Луны. Таблицы коэффициентов Фурье публиковались для всех портов мира. Коэффициенты для данного порта вводились в специальные машины, такие как предсказатель приливов Феррела, путём соответствующих поворотов ручек на задней панели машины (слева). Установив затем интересующее время на передней панели (справа), на циферблате автоматически выставлялась предсказываемая высота.

Часто эти преобразования применяются и в биологии. Так, например, форма двойной спирали ДНК была открыта в 1962 году с использованием дифракции рентгеновских лучей в сочетании с анализом Фурье. Рентгеновские лучи фокусировались на кристалле волокон ДНК, и изображение, получаемое при дифракции излучения на молекулах ДНК, фиксировалось на пленке. Эта дифракционная картина давала информацию об амплитуде при применении преобразования Фурье к кристаллической структуре. Информация о фазе, которую невозможно было извлечь из одних только фотографий, выводилась путём сопоставления дифракционной картины ДНК с картинами, полученными при анализе сходных химических структур. По интенсивности рентгеновских лучей и фазовой информации, полученной из преобразования Фурье, биологи смогли восстановить кристаллическую структуру, т.е. исходную функцию. В последние годы изучения дифракции рентгеновских лучей в сочетании с подобным «обратным» анализом Фурье позволили определить структуру и многих других органических молекул, а также более сложных образований, в частности вирусов.
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Анализ Фурье позволяет трансформировать наблюдаемую картину дифракции рентгеновских лучей в молекулярные модели. Например, при взаимодействии рентгеновских лучей с электронами молекул вируса на фотоплёнке образуются своеобразные картинки (слева). Они представляют собой часть преобразования Фурье, применённого к молекулярной структуре вируса. Если обратить процесс преобразования, можно установить исходное распределение электронов, а стало быть, и атомов (в центре). По этим распределениям строится модель вируса (справа). Различными цветами здесь выделены различные белки.

С помощью анализа Фурье специалисты из Национального управления по аэронавтике и исследованию космического пространства повышают чёткость изображений небесных тел, сфотографированных с космических аппаратов. Автоматические межпланетные станции и искусственные спутники Земли передают информацию на Землю в виде последовательностей радиоимпульсов. Компьютеры обрабатывают эти импульсы с помощью методов Фурье. При этом компьютер модулирует отдельные компоненты каждого преобразования, чтобы чётче выделить одни свойства и устранить другие, аналогично тому, как с помощью преобразования Фурье устраняется шум из сигнала музыкальной записи. В конечном итоге изменённые таким образом данные опять преобразуются к исходной форме, и тем самым восстанавливается изображение. При помощи описанного процесса можно резче сфокусировать изображение, отфильтровать туманный фон и отрегулировать контрастность.

Преобразование Фурье играет также очень важную роль в физике плазмы и полупроводниковых материалов, микроволновой акустике, сейсмологии, океанографии, радиолокации и медицинских обследованиях. Среди многочисленных приложений в химии можно назвать использование преобразования Фурье в спектрометрическом анализе.

Глава 3. Аналоги Фурье анализа
Так как сфера применения Фурье анализа очень велика, Фурье анализ имеет множество аналогов. Самыми ярким примером является Вейвлет-анализ.
§3.1 Вейвлет-анализ
Предположим, что мы хотим изучить какой-то сигнал, например, временной ряд. Идея многомасштабного анализа, состоит в том, чтобы взглянуть на сигнал сначала под микроскопом, потом - через лупу, потом отойти на пару шагов, потом посмотреть совсем издалека. 

Эта идея реализуется разными способами, но все они сводятся к последовательному огрублению той информации, которая дана изначально. Иногда действуют наоборот - сначала сильно огрубляют сигнал, смотрят на те особенности, которые еще сохранились, и начинают уточнять их положение. 

Что это нам дает? Во-первых, мы можем выявлять локальные особенности сигнала и классифицировать их по интенсивности. Например, в обработке изображений широко распространена многомасштабная локализация резких границ. Очень резкие перепады яркости заметны и на малых, и на больших масштабах. В некоторых задачах можно считать их наиболее информативной частью изображения, и вычислять с большой точностью, пренебрегая всем остальным. Вообще, подход последовательного уточнения чего-либо при переходе от крупного масштаба к мелкому возникает в самых разных областях обработки информации и прикладной математики. Хороший пример - многосеточные схемы в вычислительной физике. 

Во-вторых, таким образом визуализируется динамика изменения сигнала вдоль "оси масштабов". Если резкие скачки во многих случаях можно заметить невооруженным глазом, то взаимодействие событий на мелких масштабах, перерастающее в крупномасштабные явления, увидеть очень сложно. Например, фрактальная структура каких-либо графиков или поверхностей бывает связана с (статистической) однородностью их строения на различных пространственных масштабах. Многомасштабный анализ помогает количественно охарактеризовать эту однородность. Скачки динамики по "масштабной переменной" могут нести не менее важную информацию, чем резкие изменения по времени или по пространству. Так, при анализе космических снимков земной поверхности выяснилось, что имеется несколько характерных масштабов, на которых фрактальные параметры меняются скачком. Также, и в экологии, и в экономике очень полезно выявлять ситуации, когда мелкомасштабная активность начинает влиять на крупномасштабную картину. 

Часто в задачах обоих этих типов важнее найти не сами разномасштабные версии сигнала, а различия между ними, детали, которые исчезают при переходе от более тонкого масштаба к более грубому. 

Вейвлет-анализ возник при обработке записей сейсмодатчиков в нефтеразведке и с самого начала был ориентирован как раз на локализацию разномасштабных деталей. Выросшую из этих идей технику теперь обычно называют непрерывным вейвлет-анализом. Ее основные приложения: локализация и классификация особых точек сигнала, вычисление его различных фрактальных характеристик, частотно-временной анализ нестационарных сигналов. Например, у таких сигналов, как музыка и речь, спектр радикально меняется во времени, а характер этих изменений - очень важная информация.
Другая ветвь вейвлет-анализа - ортогональный вейвлет-анализ. Именно ортогональному вейвлет-анализу обязана своей популярностью вся эта тематика, с ним связана "вейвлет-революция" конца восьмидесятых годов. Главные применения - сжатие данных и подавление шумов. 

Кроме этих двух важнейших частей вейвлет-анализа, имеется еще множество вариаций
. 

Теория вейвлетов может рассматриваться как интенсивно развивающаяся ветвь гармонического анализа. Однако широкой публике больше известно о применении вейвлетов в алгоритмах по идентификации отпечатков пальцев, используемых FBI, а также об их использовании для сжатия информации и, например, для преобразования *.bmp и *.tiff файлов в *.jpg файлы.

Заключение
Работа была очень интересной и познавательной. Благодаря этому исследованию, я стал лучше работать с текстами. К сожалению, мне не удалось изучить все, что задумывалось, из-за трудоемкости работы. Главную цель, создание учебного пособия для старшеклассников, я выполнил не полностью, поэтому намерен продолжить работу в следующем году, но уже более подробно рассказав о Вейвлет-анализе, т.к. эта тема немного интереснее. 

В данном исследовании, я изучил Фурье анализ: изучил историю его создания, научился применять преобразование Фурье в программе Excel и изучил некоторые его аналоги. 
Благодаря широкому применению метода Фурье и сходных с ним аналитических методов мы и сегодня можем повторить с полным основанием то, что лорд Кельвин сказал в 1867 году: «Теорема Фурье не только является одним из самых изящных результатов современного анализа, но и даёт нам незаменимый инструмент в исследовании самых трудных вопросов современной физики».
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