
II. Алгоритмы.

1). Применение теоремы делимости к решению уравнений. Схема Горнера.
Теорема Безу дает возможность, найдя один корень многочлена, искать далее корни многочлена, степень которого на 1 меньше. При решении таких задач приносит пользу схема Горнера . 
Для разложения многочлена используют прием, называемый схемой Горнера. Эта схема состоит из заполнения некоторой таблицы из двух строк.


Например, чтобы найти значение многочлена f(x)=2x4-9x3-32x2-57 при x=7, строка его коэффициентов записывается первой, старший коэффициент «дублируется» во второй строке, а  перед  ним ставится значение переменной 7, при котором мы вычисляем значение многочлена. Получается таблица, пустые клетки которой нам и предстоит заполнить:
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Это делается по Единому Правилу: 

Стоящее слева заполняемое число умножается на 7 и складывается с числом, стоящим над ней. Поэтому в первой пустой клетке стоит число 2*7-9=5, во второй 5*7-32=3, в третей 3*7+0=21, в последней 21*7-57=90.


Полностью схема Горнера выглядит так:
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                Такие вычисления приводят к ответу: f(7)=90.
Корни многочленов.

          Одной из основных задач, ради которой развивалась теория многочленов, является решение целых алгебраических уравнений. В связи с этим вводится понятие корень многочлена.

          Определение:

 Число С называется корнем многочлена, если f(c) =0.

Пусть уравнение имеет вид a0xn+a1xn-1+…+an-1x+an=0 другими словами, если в это уравнение вместо x подставить C, который является корнем многочлена, то мы получаем значение левой части, равное нулю.
           Например, для многочлена f(x)=3x5-5x4-7x2+12 составим схему Горнера, если C=1;-1;2.
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Следовательно,  2 – корень многочлена.
Деление уголком.

             Благодаря схеме Горнера и, зная корень многочлена, можно выполнять деление многочлен на многочлен уголком. Для этой операции используют теорему «Безу».
Пусть f-многочлен, C-некоторое число. 

1). f делится на двучлен f-C тогда и только тогда, когда число C является его корнем.

2). остаток от деления на f-C=f(C)

Теорема Безу дает возможность, найдя один корень многочлена, искать далее корни, степень которых меньше на единицу. 

              Например, нам необходимо для решения уравнения разложить на множители многочлен f=3x5-5x4-7x2 и C=±1, 2 
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Согласно теореме Безу f(x)=(3x4+x3+2x2-3x-6)(x-2)
Для того чтобы быстрее определить корни многочлена пользуются теоремой о целых корнях.
Теорема(о целых корнях).

Если целое число k – корень многочлена с целыми коэффициентами, то k- делитель его свободного члена (только при приведенном уравнении).
   Используем разложение многочлена на множители. Разложим многочлен x4+2x3-11x2+4x+4.

   Проверим наличие целых корней уравнения x4+2x3-11x2+4x+4=0.

    Данное уравнение является приведенным, так как коэффициент перед x4 равняется 1. Значит, делители свободного члена ±1, ±2, ±4 могут являться целыми корнями этого уравнения. 

    Подставляем по очереди эти числа в левую часть уравнения, находим, что числа 1, 2 являются корнями уравнения, а значит и корнями многочлена.

    По теореме Безу исходный многочлен делится на x-1 и на x-2. Значит, он делится на их произведение (x-1)(x-2)=x2-3x+2. Разделим исходный многочлен на многочлен x2-3x+2. Выполним деление уголком: 
                    _    x4+2x3-11x2+4x+4     | x2-3x+2

                           х4 +3x3+2x2                |x2+5x+2    
                          _    5x3-13x2+4x+4

                                5x3-15x2+10x
                                   _     2x2-6x+4    
                                          2x2-6x+4  
                                                       0
   Благодаря данным операциям, мы можем решать уравнения высших степеней. Например, чтобы решить уравнение x3-3x+2=0 достаточно определить предполагаемые целые корни +1,+2.  Проверить, что корнем является число 1. И разделить многочлен x3-3x+2 на x-1.

Разложение многочлена на множители.

Вопрос о возможном разложении многочлена на множители играет на практике большую роль.
      Определение. Многочлен степени, большей или равной одному, называется неприводимой, если его нельзя разложить в произведение многочленов меньших степеней.

      Для многочленов степени 2 и 3 верно следующее утверждение: 

        Если эти многочлены разложены на множители меньшей степени, то хотя бы один из них имеет степень равный 1,  а значит многочлен имеет корень.

Приемы разложения на множители.

       Эти приемы используются для разложения частых видов – биквадратных и возвратных многочленов.

       Определение. Биквадратом трехчлена называется многочлен вида ax4+bx2+c, где а не равно 0.
       Способ его разложения зависит от знака дискриминанта соответствующего квадратного двучлена.

       Пример. Разложить на множители многочлен 2x4+3x2-14. Квадратный трехчлен 2y2+3y-14 имеет корни 2 и -3.5, а значит равен (x2-2)(2x2+7).

       Определение. Возвратным называется многочлен, у которого строка коэффициентов слева на право и справа на лево читается одинаково. 

        Пример. Разложить на множители 2x4-3x3-6x2-3x+2.
         Пусть y1=x+1/x , тогда y2=x2+1/x2+2 и получаем разложение 2 (x2+1-3+89/4*x) (x2 +1-3-89/4*x). 
       Для многочленов  с целыми коэффициентами существует прием - метод неопределенных коэффициентов.

     Примеры: 
             Пример 1.

Найти числа a,b,c из равенства (x-2)(3x3+ax2-bx+1)=3x4-4x3-9x2+cx-2.

Решение. Преобразуем левую часть. Она равна: 3x4+ax3-bx2+x-6x3-2ax2+2bx-2=3x4+(a-6)x3-(b+2a)x2+(1+2b)x-2. Так как левая часть равна правой, то a-6=-4, b+2a=9, 1+2b=c, значит, a=2,b=5,c=11.

            Пример 2.

Найти остаток от деления многочлена 5x4-12x3+3x2-27x+4/x2-3x
Выполним деление уголком

                             5x4-12x3+3x2-27x+4  |x2-3x
                             5x4-15x3                      |5x2+3x+12
                                     3x3+3x2
                                     3x3-9x2 
                                        _  12x2-27x
                                            12x2-36x
                                                         9x+4

Пример 3. 

Найти такое число m, чтобы многочлен x5+3x4-mx2-2x-m/x+2
Решение. Если многочлен делится на двучлен x+2 , то остаток от деления равен 0 , а по теореме Безу остаток равен значению этого многочлена , при x=-2
Составим уравнение относительно m: -25 +3(-24)-m(-22)-2(-2)-m=0, значит , m равно 4.

Пример 4.

Решите уравнение 3x5-5x4-7x2+12=0

Проверяем и получаем, что корнями уравнения являются числа 2, -1 и 3. Это значит, что многочлен, стоящий в левой части уравнения делится на x-2,x+1,x+3. Значит уравнение имеет вид (x+1)(x-3)(x-(-1+5/2))(x-(-1-5/2)).

Пример 5. 

Найти все корни многочлена p(x)=2x4-x3-mx2-nx+k, если один из его корней равен 3, а остаток от деления p(x)на x2-2 равен -7x-14
Решение. P(3) =0  по определению корня многочлена,  откуда -9m-3n+k+135=0. 
Выполним деление многочлена p(x) уголком на x2-2. Найдем остаток –(n+2)x+k-2n+8, откуда –(n+2)=-7, k-2m+8=-14

Решим 3 уравнения с тремя неизвестными, получим систему       -9m-3n+k+135=0
                                                                                                                          -(n+2)=-7
                                                                                                                            k-2m+8=-14
решим эту систему и получим n=5,m=14,k=6. Значит многочлен можно написать  в виде p(x) = 2x4 –x3-14x2-5x+6.

Для нахождения корней попробуем разложить многочлен на множители. Так как один из корней равен 3 , то многочлен должен делится на двучлен x-3. Выполним деление уголком и получим многочлен 2x3+5x2+x-2 представим 5x2 в виде суммы 4x2+x2  и разложим на множители: 2x3+4x2+x2+x-2=2x2(x+2)+(x2+x-2)=2x2(x+2)+(x+2)(x-1)= 2(x+2)(x+1)(x+1)(x-0.5) таким образом, корни многочлена: -2,-1,0.5,3.

 Пример 6.
Решите уравнение. х4 + х3–4х2 –х + 3 = 0. 
Решение.  Многочлен Р (х) = х4 + х3 – 4х2 – х + 3 имеет целые коэффициенты, а его свободный член не равен нулю. Поэтому целый корень многочлена, если он есть, содержится среди целых делителей свободного члена: ±1, ±3.
      Так как Р (1) = 0, то многочлен, стоящий в левой части уравнения, делится на двучлен х – 1 и число 1 является одним из корней уравнения. Выполнив деление многочлена Р (х) = х4 + х3 – 4х2 – х + 3 на х – 1, получим многочлен Q (x) = x3 + 2x2 – 2x – 3. Число –1 — корень многочлена Q (x), а значит, и многочлена P (x). Выполнив деление многочлена Q (x) на х + 1 столбиком, в частном получим трехчлен х2 + х – 3, корни которого равны−1± 13 2 . Таким образом, найдено четыре корня исходного уравнения: х1 = 1, х2 = –1, x 3,4 = −1± 13 2 .

2). Другие методы решения уравнений.
 Пример 1.
Решить разложением на множители уравнение х5 – х4 – 3х3 – 2х2 + 2х + 6 = 0.
Решение. Пропорциональность коэффициентов многочлена дает возможность сгруппировать слагаемые в левой части уравнения:

(x5 – х4 – 3х3) – (2х2 – 2х – 6) = 0,

x3 (х2 – х – 3) – 2 (х2 – х – 3) = 0, (x3 – 2) (х2 – х – 3) = 0. Получаем совокупность двух уравнений х3 – 2 = 0, х2 – х – 3 = 0. Таким образом, корнями уравнения являются действительные числа: x 1 = 2 3 ,   x 2, 3 = 1± 13 2 .
Пример 2.

Решить уравнение (х2 – х – 2)2 + (х2 – х – 2) (х + 3) = 20 (х + 3)2.
Решение. Общих множителей у левой и правой частей уравнения нет, и x = –3 не является корнем уравнения. Разделив обе части уравнения на (х + 3)2, получим ( x2 −x−2) 2 (x+3) 2 + x 2 −x−2 x+3 =20 .
      Обозначив t= x2 −x−2 x+3 , получим уравнение t2 + t – 20 = 0. Корни этого уравнения t1 = 4, t2 = –5.
      Если t = 4, то x2 −x−2 x+3 =4 , x2 – x – 2  = 4 (x + 3), х2 – 5х – 14 = 0, х1 = –2, x2 = 7.
      Если t = –5, то x2 −x−2 x+3 =−5 , х2 – х – 2 = –5 (х + 3), х2 + 4х + 13 = 0. Уравнение х2 + 4х + 13 = 0 не имеет действительных корней.
      Ответ. x1 = –2, х2 = 7.
Пример  3. Решить уравнение (х2 – 5х + 4) (х – 2) (х – 5) = 20.
      Решение. Сведем уравнение к квадратному введением нового неизвестного.
      Так как х2 – 5х + 4 = (х – 4) (х – 1), то уравнение примет вид (х – 4) (х – 1) (x – 2) (x – 5) = 20. Перемножив те двучлены, которые дадут одинаковые первые и вторые коэффициенты в полученных трехчленах (т. е. перемножив первый и третий, второй и четвертый двучлены), получим(х2 – 6х + 8) (х2 – 6х + 5) = 20. Пусть t = x2 – 6x + 5, тогда t2 + 3t – 20 = 0, откуда t 1, 2 = −(3± 89)/2 . Исходное уравнение равносильно совокупности уравнений x2−6x+ (13−  89)/2 =0 ,   x2−6x+ (13+  89)/2 =0 .
Второе уравнение не имеет действительных корней, а корни первого уравнения равны x 1, 2 =3± 9− 13− 89/2=3± 5+  89/2.
Ответ. x 1, 2 =3± 5+ 89/2 .
 Пример 4. Решить уравнение (х2 + 5х + 6) (х2 + 10х + 6) + 6x2 = 0.
      Решение. Заметим, что первые коэффициенты и свободные члены в каждом из трехчленов равны и x = 0 не является корнем уравнения. Разделив уравнение на х2, получим

(х2 +5x+6)/x ⋅ (x2 +10x+6)/x +6=0 , 

( x+ 6/x+5)( x+6/x+10 )+6=0 .
      Пусть x+6/x+5=t . Тогда x+6/x+10=t+5 , t (t + 5) + 6 = 0, t2 + 5t + 6 = 0, откуда t1 = –2, t2 = –3.
      Задача сводится к решению совокупности двух уравнений x+ 6/x +5=−2,     x+ 6/x +5=−3 .
      Корни первого уравнения x1 = –1, х2 = –6, корни второго x 3, 4 =−4±  10 .
      Ответ. x1 = –1, x2 = –6, x 3, 4 =−4±   10 . 
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