Основные понятия алгебры. Её важное значение для математики.

  Алгебра (от араб.  восполнение)- раздел математики, который является обобщением и расширением арифметики. В более широком смысле под алгеброй подразумевается раздел математики, который посвящен изучению операций над элементами множества произвольной природы, обобщающий обычные операции сложения и умножения чисел.

  Происхождение слова «алгебра» нам не известно, однако есть предположения, что название этой науки произошло от «Аль-джебр-аль-мукабала» –  одного из трудов арабского математика Аль-Хорезми. Наряду с этим мнением есть диаметрально противоположное. Некоторые учёные считают, что  наука  "алгебра" произошла  от имени  Гебера - арабского математика, существование которого подвержено огромному сомнению.

 Где находиться место зарождения алгебры? На самом деле, мы такового места найти не сможем. Причина заключается в том, что еще первобытное общество использовало элементы алгебры, даже не догадываясь об этом. Например, рассмотрим такой пример, первобытное общество состоит из 15 человек и им нужно разделить 45 плодов, для этого сначала нужно каждому дать по одному плоду, потом еще по одному и так далее. На языке алгебры эта операция будет выглядеть как простейшее уравнение, где x – количество плодов на одного человека:15x=45 =>x=3;Таким образом, мы доказали, ответить на вопрос о месте зарождения алгебры не представляется нам возможным.

Истоки алгебры исходят из Древнего Египта, Древней Греции, арабские страны и Древнего Вавилона, где уже научились излагать свои познания в алгебраической сфере в числовой форме. В основном,  в Египте решались  задачи такого типа как: вычисление площади участков, объемов  сосудов, количества того или иного провианта и тому подобные. Также огромный прорыв произошел в Вавилоне, где уже решались уравнения первой, второй и некоторые уравнения третий степени. В Древней Греции же алгебра имела другой вид, отличающийся от выше перечисленных. Там она приняла геометрический вид, то есть любое доказательство или утверждение учитывалось в том случае, если оно  давалось на геометрическом языке. Математики Древней Греции предпочитали работе с числами работу с отрезками. Предполагается, что такой подход к решению задач отображал определённые черты духовного мира, свойственные только древним грекам. Геометрический путь, безусловно, считается гениальным открытием античных математиков, однако он регрессировал развитие алгебры, также при этом ограничивался диапазон чисел, которые будут использоваться в тех или иных случаях, то есть число должны быть строго положительными. 

 Итак, мы видим, что алгебраические методы, которые использовались в более ранних цивилизациях, не прижились в Древней Греции.

   В  VII-VIII веках в арабских странах алгебра становиться самостоятельной

ветвью математики, туда же перекочевал центр научной деятельности. Было открыто большое количество библиотек, прекрасная обсерватория при Доме мудрости. Сюда съезжаются учёные из разных стран. Когда-то в этом знаменитом доме мудрости работал выдающийся узбекский учёный-математик Аль-Хорезми. Здесь он разработал правила преобразования уравнения, где он пишет в своем трактате «Краткая книга о восполнении и противопоставлении», что любое уравнение можно решить с помощью двух операций: восполнение – метод переноса отрицательных членов в другую часть уравнения, и противопоставление – метод приведения подобных членов.

.Буквенная символика начала своё развитие еще в Древней Греции. Например, древнегреческий учёный Евклид обозначал отрезок двумя буквами, а Архимед в некоторых случаях обозначал одной буквой. Диофант же ввел новую систему записи, состоящую из греческих букв. Наблюдалась схожесть записей индийских математиков. Например, индийцы «йа» в качестве неизвестного, «ва» - возведение в квадрат, «ру» - свободная переменная. Наличие знаков появляется у Луки Пачоли итальянского ученого. Он обозначает операцию сложения – p (plus),операцию вычитания же знаком – m (minus). Позже появились знаки «+» и «-». Их начал использовать немецкий математик Ян Видман.

Алгебру подразделяют на высшую и низшую. К низшей алгебре относят теорию простейших арифметических операций над алгебраическими выражениями, решение уравнений первой и второй степени, теорию степеней и корней, теорию логарифмов и комбинаторику. К высшей алгебре относят теорию уравнений произвольных степеней, теорию исключений, теорию симметрических функций, теорию подстановок, и, наконец, изложение различных частных способов отделения корней уравнений, определения числа вещественных или мнимых корней данного уравнения с численными коэффициентами, и приближённое или аналитическое (когда это возможно) уравнений произвольных степеней.

Старые книги по арифметике содержат только 5 основных операций таких как: сложение, вычитание, умножение, деление и  также нумерация.

Нумерация (от лат. Numero – считать) – способ выражения и обозначения с помощью цифр, обозначение последующих предметов номерами.

И это была вполне первая  серьезная задача для людей, потому что для работы с числами необходимо придумать индивидуальный способ записи для каждого числа ,а также индивидуальное название каждому числу. Изобретение позиционной нумерации, основанной на поместном значении цифр, приписывается шумерам и вавилонянам.

С развитием нумерации стали появляться системы счисления. По факту, распространенная в наше время десятичная система счисления зародилась приблизительно в V веке и пришла в европейские страны из Индии. 

И почему же десятеричную систему не называют индийской, а называют арабской? Существует предположение, что сначала эта система счисления распространилась в арабских странах, а после этого арабы начали завоевывать определенные части территории Европы, где и стали преподносить Европе свои достижения в данной сфере математики.

Огромное влияние на жителей  оказала «Книга абака» ,написанная Леонардо Пизанским ,которая вышла в свет в 1202 году. Автор в этой книге показывает приоритетное значение индийской десятичной  формы записи над римской нумерацией. К тому же, в этой книге приводится большое количество задач, примеров, правил действия над числами. В печатном виде этот феноменальный труд того времени  насчитывал 460 страниц.

Позже стали появляться другие операции с числами такие как: возведение в степень и извлечение корня.

Корень квадратный из b – это решение  такого y  уравнения:y*y=b,то есть это такое число, у которого квадрат равен b,это и будет решение уравнения 

Y2 = B относительно y.

Но в практике встречаются и такие случаи, где нужно вычислить корень из отрицательного числа. Обычно в школах опускают решения примера данного типа.

Пример:√-25 – комплексное число

Для таких примеров используют экспоненциальную форму комплексного числа, которая обозначается  латинской буквой i.

Возведение в степень – алгебраическое действие, которое заключается в умножении числа на само себя, такое количество раз, какое значение соответствует показателя степени.

Пример:35

3 – основание степени

5 – показатель 

Степень подразделяется на натуральную, целую, рациональную, вещественную, комплексную.

Первым известным печатным трактатом об алгебре считается "Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita", который написал итальянец Лукас дэ Бурго. Первый раз его издали в 1494 г, но позже его переиздали в 1523 г. Трактат указывает нам, о состоянии алгебры в начале XVI века в Европе. Здесь не прослеживались  большие отличия и успехи по сравнению с тем, что уже знали арабы  или Диофант. Кроме некоторых решений сугубо частных вопросов высшей арифметики, только уравнения первой к второй степени решаются автором, и притом вследствие отсутствия символического обозначения, все задачи и способы их решения приходится излагать словами, чрезвычайно пространно.

Христиан Рудольф из Иayepa первым написал сочинение об алгебре в пределах Германии, которое  впервые появилось в 1524 г. а после этого было   переиздано в 1571 г Стифелем. Шейбль и Стифель , независимо от Лукаса де Бурго и других  математиков апеннинского полуострова,  смогли разработать ряд  алгебраических вопросов.

Англия, в свою очередь, также включилась в  написание сочинений и трактатов об алгебре. Первый из подобных трактатов  принадлежал Роберту Рекорду, влиятельному по тому времени преподавателю математики и медицины в Кембриджском университете. Его работа  об алгебре называется «The Whetstone of Wit» («Точильный камень остроумия»),в которой впервые был введен такой важный знак,как равно (“=”).

Во Франции Пелетрариус написал   первое сочинение об алгебре в  1588; В 1585 г Голандец Стевин, не только изложил  известные до него исследования, а также он смог модернизовать, усовершенствовать алгебру, введя новые обозначения для неизвестных.Правда, для того, чтобы обозначить неизвестные переменные  он  решил использовать всего лишь числа, обведенные в кружочек. Например, первая неизвестная (часто обозначаемая x) у голанадца обозначалась единицей, которая была обведена в кружочек, вторая – обведена двойкой, и можно также продолжать по этому принципу.

Фламандец  Жирар или Жерар, чей трактат по алгебре вышел в свет в 1629 г. первый ввел понятие мнимых величин в науку. Аглийский житель Гарриот показал, что всякое уравнение может рассматриваться, как произведение некоторого числа множителей первого порядка, и ввел в употребление знаки < и >. Позже эти  труды опубликовал Варнер в 1631 году. 

     В 1637 году был издан передовой математический труд Рене Декарта,          «Discours de la methode» (полное название: «Рассуждение о методе, позволяющем направлять свой разум и отыскивать истину в науках»).

В данной книге  была изложена аналитическая геометрия, а в приложениях — огромное количество результатов алгебры, геометрии,оптики (к тому же —  верная  формулировка для  закона преломления света) и многое-многое другое.

Декарт переработал символику Франсуа Виета таким образом:

Неизвестные – x,y,z

Коэффициенты – a,b,c и т.д

Появилось изменение и в показателях степени, иными словами современный вид принял натуральный показатель, а отрицательные и дробные смогли пробиться в наш мир, благодаря известной  в учёном кругу личности – Иссаку Ньютону.

Несмотря на те, трактаты либо сочинения, либо труды, написанные в 15-17 вв обстановка для работы ученых была крайне сложная. Например, инквизиция мешала, можно даже сказать  препятствовала прогрессированию  науки и её развития, потому что  любую научную мысль подавляли изощренно и беспощадно. Но развитие науки и свободную мысль остановить нельзя. 

      Открытия ученых, повлиявшие на развитие алгебры.

К пику первых настоящих открытий, я бы отнес 15-17 вв, по причине появления буквенной символики, а также упрочение позиций алгебры в Европе в этот период. Небольшие предпосылки к изучению неизвестных свойств и форм уравнений проявлялись в древности, например: решение уравнений 1 степени, а также решение частных случаев квадратных уравнений. Но после того, как у европейский жителей собралось. достаточное количество информации и практики решения простых задач, примеров и уравнений наступила «Европейская Эра» в алгебре.

Начнем, например, с решений уравнений 3 степени, рассмотрим три главных уравнения:

1)y^3 +ax=b;

2)y^3=ax+b;

3)y^3+ax^2=q;

Первым уравнение y^3 +ax=b; смог решить итальянский математик Спионну Даль Ферро(1465-1526)

Его рассуждения заключались в представлении корней квадратного уравнения (-0,5a ± √(0.5a)^2-b)),при этом y=t±√u;

Он предположил, что корнем y^3 +ax=b; должна быть разность или сумма каких-то чисел, при этом есть среди них будут и корни третьей степени. Из многих вариантов один оказался удачным, а именно  ответ нужно искать в виде разности 
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Далее, рассмотрим уравнения четвёртой степени, история решений этих уравнений исходит из Древней Индии, где математики рассматривали их с середины  между IV в. до н. э. и II в. н. э.

Лодовико Феррари  первым получил решение уравнения 4 степени в 1540 году, но его метод опиралось на решение   уравнение 3 степени (кубического уравнения), которого он не имел, поэтому  не сразу метод его решения был опубликован, а только спустя непродолжительного срока в 1545  вместе с решением кубического уравнения наставника Феррари Джелорамо Кардано в книге «Великое искусство».

Существует 2 способа решения таких уравнений: метод Феррари и метод Эйлера-Декарта.

Рассмотрим первый метод – метод Феррари.

y^4+ay^3+by^2+cy+d=0

 Если x1- произвольный корень кубического уравнения, то четыре корня исходного уравнения находятся как корни двух квадратных уравнений

x^3-bx^2+(nc-4d)x – n^2 +4bd – c^2=0;

y^2+0,5x+0.5x1=±[image: image2.png]\/(0.25n2 —b+zY)y?- (05nz! —c)y+ (0.5z1)% —d




Метод Эйлера-Декарта.

Пусть первоначальное уравнение 4 степени с единичным коэффициентом при наибольшей степени. 

y^4+ay^3+by^2+cy+d=0

y= x – 0.25a;, где получается уравнение неполного вида.

x^4+px^2+qx+r=0

Корни этого уравнения( x1, x2,x 3, x4 )равны одному из данных выражений:
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Знаки выбираются так, чтобы  выполнялось данное уравнение, где  z1-z3 – корни уравнения 3 степени.
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) = -0.125 q

Приводим уравнение к окончательному виду
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Однако при решении уравнений, где n(степень) ≥ 5, закрытой формулы решения не было обнаружено (закрытые формулы есть, но они не распространяются на все уравнения пятой степени) Самые простые уравнения для решения (где можно получить точные результаты) – однородное и возвратное.

Руффини первым смог это доказать, что это уравнения высших степеней не имеет однозначной формулы для решения, и после этого он опубликовал свои доказательства в 1799 году, а в 1824 году Абель исправил все неточности, но не будем отклоняться от моей темы.

Давайте рассмотрим теорему Виета,  которая формулируется: сумма корней приведённого квадратного уравнения равна коэффициенту. при х  с противоположным знаком, а произведение свободному члену.

ax^2+bx+c=0

Известно, что при D≥0 корни данного уравнения могут быть найдены по формуле:

 X1 и X2=(-b±√D)/2

Теперь после выполненных преобразований мы получим:

X1+X2=(-b+√D)/2+(-b-√D)/2=-0,5b-0,5b=-b

X1*X2=(-b+√D)/2*(-b-√D)/2=0,25b^2 – D=0,25b^2- (0,25b^2-c)=-0,25b^2-0,25b^2+c=c;

Еще  в своей работе я хочу поговорить о Декартовой системе координат(или прямоугольная система координат),её очень часто применяют на плоскости и в пространстве.

Прямоугольная система координат на плоскости может быть образована с помощью двух взаимно перпендикулярных осей координат X и Y. Эти оси  пересекаются в точке O, которую называют точка отсчета или  начало координат, На каждой оси обычно выбирается положительное направление, поэтому наиболее распространена правосторонняя система координат, т.е в ней  ось Y имеет направление вверх, а  ось X направлена вправо

Положение точки B на плоскости определяется двумя координатами x и y. И обычно записывается в виде B(x;y);

Углы, образованные пересечением осей координат называются квадрантами или иначе координатными углами.

Однако не только Декарт внёс лепту в развитие координатного метода, также Пьер Ферма, но его труды впервые опубликовали после его кончины.

Но и не будем забывать о том, что в наше время существует система координат в пространстве ,которую первым практиковал Леонард Эйлер в 18 веке.

Биографии учёных, внесших свой вклад в развитие алгебры.

1, Диофант

Диофант Александрийский – математик из Древней Греции. Существуют предположения, что он жил в 3 веке н.э..

О его жизни известно не многое, однако с одной стороны он использует цитаты Гипсикла, который жил во 2 веке н.э., а также о его жизни пишут в 350 г н.э.

Основанием времени его жизни послужила его Арифметика, посвященная «достопочтенному Дионисию», а Дионисий предположительно эпископ, вошедший в историю под именем Дионисий Александрийский , который жил  в середине 3 в. н. э.

Его возраст насчитывает 84 года, ученые смогли это определить, решив специальную задачу (эпиграмму-задачу).

В честь Диофанта был назван кратер на Луне.

Основным трудом Диофанта считается “Арифметика”,  состоявшая из 13 книг, однако из них  в нашем мире остались только первые 6 книг.

В первой книге особое внимание уделено введению, где Александрийский математик описывает все используемые обозначения.

Там были приведены  операции для  приведения подобных членов и операция прибавления или вычитания к обеим частям уравнения одного и того же числа или выражения. Методам Диофанта следовали такие известные ученые, как Франсуа Виет и Пьер Ферм. Они оказали на обоих сильное влияние.

Но Диофант не сидел на месте, поэтому кроме этого труда известны и другие, однако в меньшей степени. Он написал трактат “О многоугольных числах”, но с веками он трактат терял некоторую информацию, несмотря на то, что сохранилась только часть, там все равно остались ключевые методы геометрической алгебры и несколько вспомогательных теорем.

Еще была известна книга “Поризмы” и сочинения Об измерении поверхностей и об умножении.

2. Аль-Хорезми

Аль-Хорезми( около 783 – около 850)-азиатский математик, географ и астроном, основатель классической алгебры.

Как и у Диофанта, биография Аль-Хорезми не сохранилась досконально, но известно о том, что большой период своей жизни он провел в Багдаде, где он  возглавлял библиотеку “Дома Мудрости”. В 827 году проходило измерение длины радиуса земного на равнине Синджара, там арабский математик принимал свое участие в этом событии. Последнее упоминание о нём относится к 847 году. 

 Прежде всего мы с уверенностью можем сказать,что известность Аль-Хорезми  принес его труд «Книга о восполнении и противопосталении»

В теоретической части своего трактата Аль-Хорезми даёт классификацию уравнений 1-й и 2-й степени и выделяет шесть их видов:

· квадраты равны корням (пример 2y2 = 32x); 

· квадраты равны числу (пример 2y2 = 32); 

· корни равны числу (пример 5y = 30); 

· квадраты и корни равны числу (пример y2 + 10x = 39); 

· квадраты и числа равны корням (пример y2 + 21 = 10y); 

· корни и числа равны квадрату (пример 3y + 4 = y2). 

К тому же этот учёный   книгу написал «Об индийском счёте», которая  способствовала популяризации 10-тичной позиционной системы записи чисел от территорий всего Халифата, вплоть до самой Испании. В 12 веке эта книга была переведена на латинский язык и сыграла очень огромную роль в развитии  арифметики  в Европе и проникновение индо-арабских цифр. Имя автора  начало  обозначать в средневековой Европе всю систему 10-тичной арифметики; от этого имена берет истоки современный термин алгоритм, который впервые использовал Лейбниц. Гораздо позже  Аль-Хорезми в 834 году смог отделить алгебру от геометрии.

3. Омар Хайям 

Омар Хайям (18 мая 1048 г. —  4 декабря 1131 г.) - известный  персидский учёный, главным образом работал в следующих сферах:математика,поэзия,астрология, философия, астрономия. Всемирную известность Хайяму в первую очередь принесли его четверостишия - «рубаи»,но он прославился и в алгебре,построив классификацию уравнений 3 степени,при этом он дал им решения в канонической форме.

Родился города Нишапура в Хорасане. Известно, что его отец работал палаточником, а также он имел сестру, которую звали Аиша. В 8 лет он увлекался разными науками,а в 12 лет стал учеником медресе. Когда ему было 16 лет, ему пришлось пережить первую потерю — у него умерли отец и мать.

Иранский учёный написал трактат о доказательствах и проблемах алджебры и алмукабалы.

Но не будем забывать  о том,что Омар Хайям стал   создателем самого точного календаря,по сравнению с нынешними юлианским и григорианским. В его календаре соотношение високосных лет к обычным — 8 на 33(т.е из 33 лет,8 -високосных,а 25 обычных) , в отличии от юлианского, где это соотношение 1 на 4,или григорианский,в котором 97 на 400. .Преимуществом календаря является то,что он точнее всех ныне нам известных календарей соответствует году весенних равноденствий В основном этот календарь используется на Родине ученого,где его объявили официальным в 1079 г.

4. Джероламо Кардано

Джероламо Кардано родился 24 сентября 1501 года в городе Павия, умер 1576 году в столице Италии — Риме. Отец его был адвокатом,имел старшего брата. По жизни он был математиком и инженером, однако он увлекался и другими сферами науки, такими как: медицина,астрология, философия.

За свою жизнь он успел поучиться в 2 вузах - университет Павии и  унивеситет Падуи. Сначала он не подумывал заниматься математикой,потому что все его время уходило исключительно на медицину, однако в 1534  он стал профессором математики  сначала в Милане, а потом уже и в Болонье, несмотря на то что ,врачебное дело приносило значительный доход он не  бросил его  и завоевал  репутацию передового европейского врача. Также итальянский ученый имел некий заработок при   составлении астрологических альманахов и гороскопов.

Итальянец составил и опубликовал гороскоп Иисуса Христа,после чего его обвинили в ереси. Проведя месяцы в тюрьме он покинул свой родной город и устремился в Рим ,где он просил отпущение своих грехов у Папы.

 Существует легенда,содержание которой утверждается,что  Кардано предсказал роковую для себя дату — дату смерти и, для того чтобы оправдать своё предсказание, покончил с собой.

В историю вошел как создатель  «решетки Кардано»(квадрат,в котором вырезаны клетки),карданного вала,формулы Кардано для нахождения корней неполного уравнения 3 степени:z^3 +az +b;,при этом он до нас дошли его первые описания тифа.

5. Франсуа Виет

Франсуа Виет (1540-1603) — французский математик,по образованию юрист. Родился в 1540 году во французской провинции Пуату-Шарант. Начальный период своей жизни учился в монастыре,затем в университете Пуатье. После совершеннолетия начал практиковать адвокатские услуги в своем родном городе.

В 31 год переехал в Париж,где благодаря связей матери,смог перейти на госслужбу, несмотря на смену деятельности он не потерял интерес к алгебре,а скорее наоборот — интерес возрастал. Этот французский ученый сделал выдающуюся карьеру,став советником короля Генриха 3-его.  В 1584-1588 Виет смог полностью посвятить себя математике,по причине того,что в результате придворных интриг он был отстранен от дел.

При жизни была опубликованы не все труды, а  только незначительная их часть.           Его называют отцом — основателем алгебры,создателем теорему для нахождения корней уравнения, новый тригонометрический метод решения неприводимого уравнения 3 степени, применимый также для трисекции угла;первый пример бесконечного произведения:

полное аналитическое изложение теории уравнений первых четырёх степеней идея применения трансцендентных функций к решению алгебраических уравнений;

оригинальный метод приближённого решения алгебраических уравнений с числовыми коэффициентами;частичное решение задачи Аполлония о построении круга, касающегося трёх данных, . Решение Виета не проходит для случая внешних касаний.

Математические турниры

Первый официальный математический турнир проходил в Италии (Болонья) 12 февраля 1535 года, поэтому там царило оживление. Со всего побережья Апеннинского полуострова,  и конечно же из других передовых стран Европы сюда съехались  искусные математики, превосходные вычислители и любители интересных состязаний.

Математик Фиоре вызывал на рандеву любого, кто желал  проявить себя   в  искусстве решения уравнений 3 степени. Побеждал тот, кто решал больше задач из числа предложенных его противником, гласили  правила состязаний. Первым  вызов Фиоре принял  Николо Тарталья, мало известный преподаватель математики. Он оказался победителем турнира, решив все 30 задач, предложенных Фиоре, а сам Фиоре  же не сумел решить ни одной задачи Тартальи!  Каким же образом Николо Тарталье удалось одержать настолько блестящую победу, не оставляющую  сомнений в  превосходстве? Ответ на этот вопрос лежит 30-х годах 16 века, после смерти известного профессора математики Болонского университета Сципиона дель Ферро. Незадолго до ухода из жизни он смог найти общий метод решения очень трудной задачи. О   своем успешном результате многолетнего труда он  решил сообщить только своему зятю и преемнику по должности Анабеллу делла Нове. Несмотря на это,  об его методе каким-то неведомым образом узнал  Фиоре. Имея  в своих руках алгоритм решения задачи, с которой не могли справиться ни греки, ни арабы, ни евопейские ученые, Фиоре бросил вызов математикам.
 
Уверенность Фиоре в легкой победе  была напрасна,ведь казалось, что если владеешь алгоритмом,то ты сможешь легко победить. Против него выступил  очень яркий и  одаренный Тарталья. Приняв вызов, он решил,что без всяких прблем победит Фиоре. Но всего лишь за десять дней до турнира Тарталья  узнал, что Фиоре известен метод  Сципиона дель Ферро. Тогда Тарталья погрузился   в напряженные раздумья  и самостоятельно нашел еще более совершенный способ решения кубических уравнений. С его помощью он одержал феноменальную  блестящую победу на турнире ,разбив в пух и прах своего прямого конкурента. Алгоритм Тартальи был не идеален , потому что впоследствии он был усовершенствован  итальянским математиком Кардано,  и алгоритм итальянского математика  сохранился до наших дней в виде общего метода решения  уравнений 3 степени.

Слово «алгоритм», как утверждают историки, математики, впервые появилось двенадцать веков назад и означало не термин, а имя. Аль-Хорезми - ученый, которому математика обязана многими открытиями, был известен европейским математикам как Алгоризми. Так переводилось его имя на латынь. Именно с трактата Аль-Хорезми по арифметике началось знакомство Европы с алгоритмами - строгими процедурами для выполнения арифметических операций. В несколько измененном виде они действуют и до сих.

В XVI веке Рудольф возвел алгоритм в основной принцип арифметики. Хорошим примером алгоритма, может служить правило сложения «столбиком» натуральных чисел, записанных в десятичной системе. 

Параллель между математическими открытиями и историческими событиями.

