Глава  I. Теоретическая часть.
1.1 Виды моделирования. Исторический подтекст.
Издавна человек использует модели. Это важно при изучении сложных процессов или систем, создании новых устройств или сооружений. Использование ее началось еще в глубокой древности, начиная со строительства и архитектуры, постепенно расширяя свое значение и в точных науках: физике, астрономии, биологии, - а ближе к современности и общественных науках. Особо бурное развитие моделирование получило в XX веке, когда и стало единой отраслью, когда сформировались одинаковые подходы, требования, терминология. Обычно модель более доступна для исследования, чем реальный объект (а есть объекты, моделирование которых затруднено по тем или иным причинам). Модель является некоторым материальным или идеальным (мысленно представляемым) объектом, заменяя объект-оригинал, сохраняя его характеристики, важные для конкретного случая.
Процесс построения модели называют моделированием1. Все способы моделирования можно разделить на три большие группы:
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Вербальные модели используют естественный язык для описания чего-либо. Например, правила дорожного движения. Математические модели включают в себя огромный спектр моделей из различных областей науки. Это может быть как система уравнений какого-либо физического процесса или расчет оптимального варианта с точки зрения экономической выгоды. 
Информационные же  модели описывают информационные процессы в различных областях. 

В своей работе я остановилась на самом интересном для себя варианте:  на математических моделях. Поэтому дальше речь пойдет только о них. 
1.2 Математическая модель
Математическая модель 
– это приближенное описание объекта моделирования, выраженное с помощью математической символики. 

Мнение о том, что математическое моделирование связанно только с моделированием на ЭВМ ошибочно. На самом деле его история уходит далеко в средние века. Уже тогда люди пытались оптимизировать свой доход, а так же создавали чертежи различных построек и т.д. Но создание ЭВМ дало большой толчок в развитии этой отрасли. Стало доступным моделирование более сложных процессов, с большим числом переменных и исходов, так же облегчив вычислительные операции. Сейчас же сложно представить моделирование без компьютерного анализа. Реализованная на компьютере математическая модель называется компьютерной математической моделью
, а проведение целенаправленных расчетов с помощью компьютерной модели называется вычислительным экспериментом
.  
Естественно, в современном мире математическое моделирование занимает одно из ведущих позиций практически во всех направлениях. Ведь даже если  хотим пойти в магазин и набрать продуктов к празднику на некоторую сумму мы должны предварительно рассчитать стоимость и затраты на разные составляющие, чтобы в итоге получился полный комплект нужных ингредиентов. Ну а самые сложные разновидности моделирования связаны с глобальными процессами, как в ракетостроении или просчете траектории астероидов. В связи с вышесказанным актуальность и популярность, а также необходимость изучения не вызывают сомнений. Это неотъемлемая часть современного мира во всех направлениях.

1.3 Классификация математических моделей по целям
Целями математического моделирования могут быть разные вещи, но выделим основные из них:
1. Для понимания устройства, структур, свойств, взаимодействий объекта

2. Для управления объектом и оптимизации его

3. Для прогнозирования последствий с объектом и на него.

Приведем примеры вышеописанных задач. Примером для первой задачи может быть моделирование солнечной системы, изучение взаимодействий планет друг на друга и на Солнце. Для второго случая подойдет ситуация с запуском ракеты, когда мы определяем скорость и нужную точку отброса разгонной части. Третью задачу может отражать изучение полета астероида вблизи Земли и Луны. 

1.4 Основные этапы построения математической модели

Попытаемся определить основные этапы построения анализа и оптимизации математической модели. С начала, конечно же, нужно определить конечные цели, ведь в зависимости от них могут получаться разные результаты, да и вообще модели в целом. Например, когда мы моделируем вращение Луны вокруг Земли, то нам не важен ее рельеф, только масса и размеры. Но если мы будем исследовать приземление на поверхность, то карта Луны нам необходима. Поэтому необходимо понять какие параметры будут входными и выходными, а какими параметрами можно пренебречь. В этом заключается второй этап – составление списков параметров.  Допустим, задача с поставкой товара от трех различных производителей: мы вводим цены и количество имеющегося товара у каждого продавца и стоимость доставки, а выходными параметрами будет количество закупаемого товара. Последним этапом является компьютерная реализация и отладка программы. При этом не стоит забывать об эффективности 
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Сх.1

программы, используемых ресурсов памяти и затраченное время. Попытаемся отобразить основные моменты моделирования на схеме (см. сх.1).  Помимо выше описанных пунктов, существуют еще несколько важных моментов. Ведь после определения целей, выделения входных и выходных параметров, а также их сортировки по важности (ранжирование факторов), важно определить метод математического описания, а так же метод исследований. Для реализации проекта на ЭВМ, мы можем использовать готовые программы либо разработать собственный алгоритм и программу. Во втором случае необходимо так же отладить и протестировать программу. После этого мы уже можем проводить численный эксперимент и либо удовлетвориться результатами, либо изменить метод исследования, либо поменять входные-выходные параметры. Все вышесказанное отобразим в схеме для наглядности.
1.5 Основные этапы построение модели на примере полета камня под углом к горизонту.

Рассмотрим вышесказанное на конкретном примере (относящемся к пункту 2 классификаций). Возьмем камень и будем исследовать его полет под углом к горизонту α с некоторой начальной скоростью V0. Целью нашего моделирования является изучение траектории и дальности полета. Понятно, что мы имеем изначально только начальную скорость и угол α наклона, а получить в конце хотим дальность полета L. Для достижения поставленной цели мы модем использовать какой-нибудь готовый пакет программ из интернета, который нам нарисует полет, дальность и другие показатели полета. Но мы выберем самостоятельный путь создание программы и алгоритма.  Как известно из курса общей физики (оси выберем традиционно, направив одну горизонтально в сторону полета, а другую вертикально вверх):
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Так как y=y0=0 (камень бросили и он упал на землю) и обозначая  x-x0=L:
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(система уравнений 1)
Далее учтем, что в течение всего полета на камень действовало только ускорение свободного падения g  (≈9.8 м/сек2), которое направлено вертикально. Проекции скорости на оси  Х и Y: 
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Подставляя в систему уравнений (1) и избавляясь от времени t, выразив его из второго:
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(t=0 не учитываем)
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В итоге, мы получили зависимость дальности полета L(V0, t).  Программа на любом языке программирования будет тривиальной, а если мы хотим построить схематически полет, то можем использовать из вышесказанных формул зависимость x(t) и y(t). Это будет параметрическое задание графика в координатах (x,y): 
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Отладив и протестировав программу, мы можем приступать к экспериментам. Которые потом можем проанализировать и сделать выводы о зависимости дальности полета от начальных параметров.

1.6 Классификация математических моделей по отраслям наук

В этой классификации все практически тривиально и зависит от затрагиваемых отраслей науки. Но не стоит забывать, что иногда мы можем столкнуться с несколькими отраслями в одной задачи. Особенно это характерно задачам точных наук. Выделим самые большие такие отрасли.
· Физика

· Социология

· Биология

· Экономика

1.7 Классификация математических моделей по математическому аппарату
При построении математической модели мы зачастую сталкиваемся с различными уравнениями или системами уравнений. И естественно выделить еще один способ классификаций моделей по применяемому математическому аппарату. Выделим основные категории:

· Элементарные алгебраические преобразования

· Дифференциальные уравнения

· Элементы теории вероятности
· Вариационное исчисление для неразрешимых уравнений, систем и пр.
· Элементы высшей математики

1.7 Общая классификация математических моделей
Вышеперечисленные категории классификаций можно продолжить и дальше, но мы уже вникаем в саму суть модели, поэтому будет логичным сделать последнюю сортировку
, не учитывая ни отрасль науки, ни математический аппарат, ни цели моделирования.
· Описательные (Дескриптивные) модели. Это модели, основной задачей которых является наблюдение, описание, предсказание. Мы не вторгаемся в саму систему и ни на что не влияем. Например, вспышки на поверхности солнца. Мы за ними наблюдаем, исследуем, пытаемся понять и рассчитываем, как это отразится на жителях Земли.
· Оптимизационные модели. В них, в отличие от предыдущей категории, мы вмешиваемся в саму систему с целью оптимизации интересующих нас вещей. Примером может служить оптимизация прибыли магазина в зависимости от цен, которые мы можем варьировать.

· Многокритериальные модели. В этом случае, в отличие от оптимизационных мы стараемся максимизировать/минимизировать несколько параметров. Например, случай на крестообразном перекрестке. Мы можем изменить продолжительность светового сигнала для пешеходов и для автомобилей. А целью нашей является оптимизация ситуации: максимизация времени движения для автомобилей и минимизация времени простоя для пешеходов. Ясно, что всем не угодить в этой ситуации, но, если исследовать время сигнала, мы можем найти искомую величину длительности сигнала в зависимости от силы потока пешеходов и автомобилей.

· Игровые модели. Несмотря на название, этот раздел может быть связан не только с играми, а также  и с прогнозированием событий с учетом хода соперника. Это, например, очевидно в экономике, когда мы должны также считаться с нашими конкурентами, ну а игровым примером может быть, например, покерная игра, шахматы и прочее.

· Имитационные модели. В этой категории мы создаем модель для имитации какого-либо события, предсказания поведения объекта в зависимости от изменяемых параметров. Например, расчёт движения катера, когда переплываем реку в поперечном направлении и изменение траектории в зависимости от резко изменившейся скорости течения или ветра.
1.8 Анализ результатов
Остановимся на последнем пункте описанной выше схемы о моделировании процессов – анализе результатов. Зачастую в природе, конечный результат (зависимость, формула)  неизвестны, и нам самим надо определить исходный вид графика. Мы пытаемся приблизить нашу функцию к одному из видов (самые основные):

· [image: image10.png]y=ax+b



– линейная функция

· [image: image12.png]y=ax*+bx+c



 – квадратичная функция
· [image: image14.png]P,



-полином степени n относительно x.

· [image: image16.png]y = aln(x) +b



– логарифмическая функция

· [image: image18.png]y =aeb



– экспоненциальная функция

· [image: image20.png]


– степенная функция

Мы выбираем одну из этих зависимостей, которой, по нашему мнению, предположительно, подчиняются экспериментальные данные. Далее, мы пытаемся определить неизвестные коэффициенты. Одним из методов определения  их является метод наименьших квадратов, который был предложен немецким математиком К. Гауссом в XVIII веке. Суть метода заключается в том, чтобы сумма квадратов отклонений y-координат всех экспериментальных точек от y-координат графика функции была минимальной, т.е.:
[image: image21.png]-
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Как правило, это очень трудоемкая операция и требует немало времени, поэтому лучше пользоваться программами, которые автоматически посчитают неизвестные коэффициенты. Например, бесплатной программой Open office calc.
Но что если мы неправильно предположили зависимость, и она будет другой? Или если подходят несколько вариантов? Ведь мы не должны опираться на наше визуальное восприятие, а руководствоваться научными принципами. Ответом на данную проблему будет коэффициент детерминированности [image: image23.png]R? € [0;1]



. Чем ближе данный коэффициент к 1, тем лучше предполагаемая зависимость подходит. Этот коэффициент из теории вероятности и статистики, и, не рассматривая вывод, а взяв как данное, напишем определяющие формулы для расчета:
[image: image25.png]i1 (Vsxcnepuresansssos Vo apeanoraraeroit popryme)”
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,
Где [image: image27.png]


- среднее среди экспериментальных значений. Почему квадрат? Потому что, с другой стороны, это является квадратом некоторой важной величины в статической математике (коэффициент корреляции).
1.9 Анализ результатов на примере бросания камня
Допустим, мы провели некоторые эксперименты с бросанием камня под углом к горизонту, придавая шарику некоторую начальную скорость каким-нибудь способом. Экспериментальные данные отобразим в таблице, не вдаваясь в подробности погрешностей: (V0 – начальная скорость, L – измеренная дальность):
	V0, м/сек.
	L, см

	 1
	0,15

	1,5
	0,2

	2
	0,55

	2,5
	0,6

	3
	0,9

	3,5
	1,25

	4
	1,75

	4,5
	2,00


Далее, отобразим данные на графике и проведем несколько предполагаемых линий зависимостей (трендов):

Исходный график:

Приближение квадратичной функцией и линейной:


Приближение экспоненциальной функцией:

Как видно, коэффициенты детерминированности очень похожи, и на глаз определить зависимость на графике сложно, но отбросить, очевидно, не подходящие варианты вполне возможно. Конечно, надо не забывать, что, согласно теореме из высшей алгебры, любую функцию на некотором отрезке можно с достаточной точностью заменить на полином n-ой степени (опуская некоторые ограничения на функцию в теореме), т.е. рассматривая полиномы степени все выше и выше, мы получим более точные результаты.
1.10 Пример оптимизационной модели
Помимо задачи с полетом камня под углом к горизонту, рассмотрим следующую оптимизационную задачу: пусть у нас в городе N имеются два хлебозавода и два склада сбыта, откуда уже продукция поступает в остальные магазины. Первый хлебозавод ежедневно производит 50 т., а второй – 70 т. товара. Первый склад вмещает 40 т., а второй – 80 т. Тем самым, продукция никто не оседает на складах. Пусть aij – стоимость перевозки с i завода на j склад:
a11=1.2 у.е., a12=1.6 у.е., a21=0.8 у.е., a22=1 у.е.
Определим, искомые величины: х1 – количество товара с 1 хлебозавода на 1 склад, x2 – соответственно, на второй. Аналогично, y1 и y2.

Будем действовать согласно плану, сформулированном в разделе 1.4. Определим целевой функционал затрат на поездку:
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и ограничивающие условия:

[image: image30.png]
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Это задача так называемого линейного программирования. Мы можем воспользоваться для решения уже готовым пакетом программ или же самим решить эту задачу на любом языке программирования, как перебор всех возможных вариантов с определенной требуемой точностью. Прибегая к математическому решению данной задачи, определим конкретные оптимизирующие значения иксов и игреков: (вычитая из первой строки вторую и из третей четвертую)
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Найдем оставшиеся неизвестные: x1=40 и y2=70.
В этом примере количество ограничивающих условий было равно количеству неизвестных, но в общем случае, их вполне может быть меньше, а ограничения могут мыть и не жесткими (вместо знака равенства может быть знак ограничения сверху/снизу). Эти дополнения задачу делают не только более сложной, но и интересной. Такая задача называется методом условного экстремума. А в случае нежестких условий полезно знать, что экстремум будет находится на одной из границ получаемого множества.
1.11 Метод множителей Лагранжа для оптимизационной задачи
Итак, сформулируем нашу задачу. У нас есть некий функционал от нескольких переменных F(x1 … xn), для которого мы ищем экстремум при некоторых накладываемых m условий: (m вполне может быть меньше n) вида fi(x1…xn)=0. Это так называемая задача нахождения условного экстремума. Для ее решения надо составить функцию Лагранжа как линейную комбинацию F и ограничений fi:
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Не вникая в теорию и опуская некоторые ограничения, условием экстремума для некой X (x1…xn) будет равенство нулю всех частных производных функции Лагранжа по xi и λi.
Рассмотрим следующую задачу. Некоторая фирма выпускает сок со вкусом яблок и апельсина, затраты на производство которых соответственно равны: f1=9x1+x12, а f2=6x2+x22. В день требуется производить 150 упаковок сока (неважно какого). Требуется минимизировать расходы предприятия.

Сформулируем математическую задачу:
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при условии: 

[image: image34.png]X, + X, = 150




Как описывали выше, составим функцию Лагранжа:

[image: image35.png]L(x;,%5,4) = 91 + xF + 6X, + x5 + A(x; + X;)




Необходимое условие:
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Полученное решение и будет искомым. Формальностью остается выяснить, какое решение вызовет меньшие издержки (74,76) или (75,75) – ведь количество сока измеряется в целых единицах (пачках). Находим, что окончательным решением будет (75,75).
1.12 Пример описательной модели
Как уже отмечалось, в описательных моделях у нас нет возможности на что-либо повлиять, что-либо изменить, мы можем лишь наблюдать и предсказывать. В качестве примера возьмем движение Луны вокруг Земли. Изучение этого движения даст нам много интересных результатов, но давайте остановимся на одной из целью: предсказание будущего солнечного затмения – регионов нашей планеты, откуда будет видно полное перекрытие солнечного круга. Исходными параметрами системы должны быть сегодняшние данные о Луне, ее координаты и фаза, а также сегодняшняя дата. В нашем случае гораздо удобнее воспользоваться каким-либо пакетом программ для расчёта солнечных затмений, чем самим углубится в астрономические формулы траектории луны – а они, как не трудно догадаться, не такие уж и простые. Поискав в интернете, я выбрала бесплатную программу Sky Tool. С ее помощью я легко рассчитала будущее солнечное полное затмение. Как оказалось, оно будет только лишь в 2015 году и пройдет в основном по Атлантике и, помимо Северного полюса, удобно его будет наблюдать лишь с фарерских островов. Но его частное затмение будет видно и в России, на ее Западных границах. Этот результат, хоть и печальный немного, меня устроил и придется дожидаться 2015 года…
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